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Un insieme fuzzy™ & una classe di oggetti con un continuum di gradi di appartenenza. Tale insieme & caratterizzato
da unafunzione (caratteristica) di appartenenza che assegha a ogni oggetto un grado di appartenenza variabile tra ze-
ro euno. Le nozioni di inclusione, unione, intersezione, complemento, relazione, convessita, ecc., si estendono anche
atali insiemi, e numerose proprieta di queste nozioni restano confermate nel contesto degli insiemi fuzzy. In partico-
lare, € possibile verificare un teorema di disgiunzione per insiemi fuzzy convessi senza che questi ultimi siano di-
sgiunti.

[. INTRODUZIONE

Nella maggior parte dei casi le classi di oggetti che si incontrano nel mondo fisico reale non hanno precisi e definiti
criteri di appartenenza. Ad esempio, la classe degli animali include chiaramente come suoi membri cani, cavalli, uccelli,
ecc., ed esclude atrettanto chiaramente alcuni oggetti come le rocce, i fluidi, le piante, ecc. Tuttavia acuni oggetti co-
me la stellamarina o i batteri possiedono uno status ambiguo rispetto alla classe degli animali. Lo stesso tipo di ambi-
guita s presentanel caso dei numeri comeil 10 inrelazione alla“classe’ di tutti i numeri reali molto piu grandi di 1.

Chiaramente la“classe di tutti i numeri reali molto pit grandi di 1" o “la classe delle donne bell€”, oppure “la classe
degli uomini alti” non formano classi o insiemi nel senso matematico usuale di questi termini. Tuttavia rimane il fatto
chetali “classi” imprecisamente definite svolgono un ruolo importante nel pensiero umano, soprattutto negli ambiti dei
modelli d’identificazione, di comunicazione delle informazioni e dell’ astrazione.

Lo scopo di questo scritto € di esplorare in via preliminare alcune proprieta di base e le implicazioni di un concetto
che pud rivelarsi utile per trattare con “classi” del tipo sopra citato. || concetto in questione & quello dell’ insieme fuzzy',
cioe una“classe” con un continuum di gradi di appartenenza. Come si vedra in seguito, lanozione di insieme fuzzy for-
nisce un punto di partenza conveniente per la costruzione di una struttura concettuale che in un certo senso € simile a
quella utilizzata per gli insiemi ordinari, ma & piu generale di quest’ ultima e, potenzialmente, dimostra di possedere un
pit ampio raggio di applicabilita, specie nei campi dei modelli di classificazione e del trattamento delle informazioni. In
breve, tale struttura fornisce un metodo naturale per affrontare problemi nei quali la fonte di imprecisione € costituita
dall’assenzadi criteri definiti e precisi di appartenenza alla classe piu che dalla presenza di variabili casuali.

Inizieremo la discussione sugli insiemi fuzzy con parecchie definizioni di base.

I1. DEFINIZIONI

Sia X uno spazio di punti (oggetti), con un generico elemento x di X. Ossia, X = {x}.

* Questo lavoro é stato parzialmente supportato dal Joint Services Electronics Program (U.S. Army, U.S. Navy e U.S.
Air Force) con contributo n. AF-AFOSR-139-64 e dalla National Science Foundation con contributo GP-2413.

* In questo lavoro anziché utilizzare la traduzione letterale italiana di fuzzy, ovvero “sfumato”, si @ mantenuto il termi-
ne originale coniato da Zadeh (v. lanotadel traduttore in Kosko 1995: 13). N.d.T.

! Un'applicazione di questo concetto alla formulazione di una classe di problemi all’interno dei modelli di classifica-
zione é descrittain RAND Memorandum RM-4307-PR, “Abstraction and Pattern Classification”, di P. Bellman, R. Ka-
labaeL.A. Zadeh, ottobre 1964.



Un insieme (classe) fuzzy A in X & caratterizzato da una funzione (caratteristica) di appartenenza f, (), laquae as-
sociaaogni punto? in X un numero reale nell’intervallo [0,1]3, con il valore di f (X) ax che rappresentail “grado di ap-
partenenza’ di xin A. Cosicché pit e vicino al’unitail valore di fa(X), piu ato risultail grado di appartenenzadi xin A.
Quando A € un insieme nel senso ordinario del termine, la sua funzione di appartenenza puo assumere soltanto due va-
lori 0 01, confa(X) = 1 0 0 a seconda che x appartenga o non appartenga ad A. In questo caso dungue f, (X) s riduce
alla nota funzione caratteristica di un insieme A. (Né caso ci sia bisogno di distinguere questo genere d’'insiemi da
quelli fuzzy, gli insiemi con funzioni caratteristiche a due valori verranno chiamati insiemi ordinari o semplicemente
insiemi).

Esempio. Sia X lalineareale R' e sia A un insieme fuzzy di numeri molto piti grandi di 1. E possibile allora dare una
precisa, sebbene soggettiva, caratterizzazione di A stabilendo che f, (x) & una funzione su R%. | valori rappresentativi di
tale funzione potrebbero essere: fa (0) = 0; fa (1) = 0; fa(5) = 0.01; fo (10) = 0.2; 4 (100) = 0.95; A (500) = 1.

E da notare che, sebbene la funzione di appartenenza di un insieme fuzzy abbia una qualche somiglianza con una
funzione di probabilita quando X & un insieme numerabile (o con una funzione di densita di probabilita quando X € un
continuum), vi sono delle differenze essenziali tra questi due concetti che diventeranno piu chiare in seguito quando
saranno stabilite e regole di combinazione delle funzioni di appartenenza e le loro proprieta di base. Infatti, la nozione
di insieme fuzzy & di natura totalmente a-stetistica.

Iniziamo dungue con alcune definizioni che coinvolgono gli insiemi fuzzy e che sono ovvie estensioni delle corri-
spondenti definizioni relative agli insiemi ordinari.

Un insieme fuzzy € vuoto se e solo se la sua funzione di appartenenza € uguale a zero su X.

Due insiemi fuzzy A e B sono uguali, scriveremo A = B, se e solo sefa (X) = fg (X) per tutte le x in X. (In seguito al
posto di fa (X) = fg (X) per tutte le x in X, scriveremo pit semplicemente f = fg).

I complemento di un insieme fuzzy A é indicato con A’ ed & definito da
fA' =1- fA . (1)
Come nel caso degli insiemi ordinari, la nozione di contenimento svolge un ruolo centrale nel caso degli insiemi
fuzzy. Questa nozione assieme alle nozioni correlate di unione e intersezione sono definite come segue.
Contenimento. A € contenuto in B (o A é sottoinsieme di B, 0 A @ minore o uguale a B) see solo sefy < fg. Indicato
col simbolo

Unione. L'unione di due insiemi fuzzy A e B con le rispettive funzioni di appartenenza fa (x) e fz (X) € un insieme

fuzzy C, che scriveremo C = AU B, lacui funzione di appartenenza & connessa aquelle di A edi B attraverso

fc (X) = Max [fa(x), fa (X)] xeX ©)

2 Pitiin generale, il campo di definizione di fa (X) pud essere ristretto a un sottoinsieme di X.

% In uno scenario pitl generale si pud prendere come estensione della funzione di appartenenza un insieme appropriato P
parzialmente ordinato. Per i nostri scopi € opportuno e sufficiente restringere I’ estensione di f all’ intervallo unitario. Se
i valori di fo (X) sono intesi come valori di verita, il secondo caso corrisponde a una logica a piu valori con un
continuum di valori di veritanell'intervallo [0,1].



0, in forma abbreviata

fo=favfs. (4)

E da notare che U possiede la proprieta associativa, ovwero AU (Bu C) = (AU B) U C.

Commento. Una maniera piu attraente e intuitiva di definire I’ unione é la seguente: L'unione di A e B éI'insieme
fuzzy piu piccolo che contiene sia A che B. Piu precisamente, se D & un qualsiasi insieme fuzzy che contiene siaA che B,
allora contiene anche |’ unione di A e B.

Per dimostrare che tale definizione € equivalente alla (3), noteremo in primo luogo che C cosi come & definito da (3)

contiene sia A che B, dunque

Max [fA, fB] zfA

e
Max [fa, fg] = fs.
Inoltre, se D é un qualsiasi insieme fuzzy che contiene sia A che B, alora
fo 2 fa
fo = fs
e dunque

fo 2 Max [fa, fg] =fc
equesto implicache Cc D. C.V.D.
Lanozione di intersezione di insiemi fuzzy pud essere definitain maniera analoga. Precisamente:

Intersezione. L'intersezione di due insiemi fuzzy A e B con le rispettive funzioni di appartenenzaf, (x) e fz (X) € un

insieme fuzzy C, che scriveremo C = A n B, lacui funzione di appartenenza € connessa a quelle di A e B attraverso

fc (¥) = Min [fa(X), fs (X)]. X e X, (5

0, in forma abbreviata

fC:fA/\fB- (6)

Come nel caso dell’ unione, & facile dimostrare che I’intersezione di A e B € I’insieme fuzzy piu grande che é conte-
nuto siain A chein B. Come nel caso degli insiemi ordinari, A e B sono disgiunti se A n B & vuoto. E da notare che N,

come U, possiede la proprieta associativa.



L’intersezione e I'unione di due insiemi fuzzy in R* sono illustrati nella Fig. 1. La funzione di appartenenza

dell’ unione € costituita dai segmenti di curva l e 2; quelladi intersezione dai segmenti 3 e 4 (linee marcate).

nel grafico nessuna traduzione

Fic. 1. lllustrazione dell’ unione e intersezione di insiemi fuzzy in R,

Commento. E da notare che la nozione di “appartenenza’, che svolge un ruolo fondamentale nel caso degli insiemi
ordinari, non ricopre lo stesso ruolo nel caso degli insiemi fuzzy. Non & dunque significativo parlare di un punto x “ap-
partenente” a un insieme fuzzy A, a eccezione del significato banale dell’ affermazione che 4 (X) € positiva. Meno ba-
nalmente si possono introdurre duelivelli e (0< a<1,0< <1, a> f) econvenire sul fatto che (1) “x appartie-
nead A” sefa(X) > «; (2) “x non appartiene ad A” sefa(X) £ B; e (3) “x possiede uno status indeterminato relativamen-
tead A" se f<fa(X) < a . Questo porta a una logica trivalente (Kleene, 1952) con tre valori di verita: T (fa(X) 2 @), F
(fa() <B) el (B<fa(X) < ).

I1l. ALCUNE PROPRIETA DI U, N, ECOMPLEMENTO
Con le operazioni di unione, intersezione e complemento cosi come sono state definite in (3), (5) e (1), é facile e-

stendere agli insiemi fuzzy buona parte delle identita di base che valgono per gli insiemi ordinari. Ad esempio abbiamo

(AUB) =A' NB") (7

¢ leggi di De Morgan
(AnB)'=AUB) ()
Cn(AuB)=(CnA) U (CnB) Leggi distributive ©)]
CUANB=(CuUA) N (CuB) (10

Queste e simili uguaglianze possono essere facilmente stabilite dimostrando che le relazioni corrispondenti per le

funzioni di appartenenzadi A, B e C sono delle identita. Per esempio, nel caso di (7) abbiamo
1-MaX[fA,fB]:Min[l'fA,l'fB] (11)
s puo facilmente verificare che questa sia un’identita mettendola alla prova nei due casi possibili: fa(x) > fz (X) e
fa(x) <fa (%)
Allo stesso modo nel caso di (10), larelazione corrispondente in termini di fa, fz efc &

Max [fc, Min [fa, fa]] = Min [Max [fc, fa], Max [fc, fa]] (12)

s puo verificare che questa & un’identita prendendo in considerazione i sei casi:
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fa(X) > fa (X) > fc (X), fa(X) > fc (X) > fz (X), fs (X) > fa(X) > fc (X), fa (X) > fc (X) > fa(X), fc (X) > fa(X) > fe (X), fc (X) >
fa (X) > fa ().

Fondamentalmente, gli insiemi fuzzy in X costituiscono un reticolo distributivo con elemento nullo e unitario (Bir-
khoff, 1948).

UN’INTERPRETAZIONE DELLE UNIONI E DELLE INTERSEZIONI

Nel caso degli insiemi ordinari, un insieme C espresso nei termini di unafamigliadi insiemi A, ..., A, ..., A, étra
Verso i connettivi U e M, pud essere rappresentato come una rete di interruttori ¢ , ..., &, , con AN A e AU A che
corrispondono rispettivamente a combinazioni in serie e in parallelo di ¢; e oj. Nel caso degli insiemi fuzzy, si puo dare
un’ analoga interpretazione in termini di setacci. Precisamente, dato f; (X), i =1, ..., n, che esprime il valore della fun-
zione di appartenenzadi A; ax, s associ af; (X) unsetaccio § (X) le cui maglie siano della grandezza f; (x). Allora, f;
(X v (x)efi (X) Af; (X) corrispondono rispettivamente a combinazioni in parallelo ein seriedi S (x) e

S (X), comesi vede nellaFig. 2.

Piu generalmente, un’ espressione ben formata che implica A, , ..., A, , U e corrisponde a unarete di setacci S
(X, ... , S (X) che pud essere individuata attraverso le tecniche convenzionali di sintesi per circuiti di commutazione.

Un esempio molto semplice e il seguente,
C=[(Aru A) NAJ L Ay (13)
che corrisponde allarete dellaFig. 3.

E da notare che le misure della maglia dei setacci nella rete dipendono da x e che I’ intera rete equivale a un singolo se-

taccio le cui maglie sono dellamisuradi fc (X).

nel grafico nessuna traduzione

FiG. 2. Connessionein serie e in paralelo di setacci contemporaneamente U e M.

nel grafico nessuna traduzione

FIG. 3. Unarete di setacci contemporaneamente {[f1 (X) v T2 ()] A fs ()} v T4 (X).

IV. OPERAZIONI ALGEBRICHE SUGLI INSIEMI FUZZY
Oltre ale operazioni di unione e intersezione, si possono stabilire numerosi altri modi di formare combinazioni di

insiemi fuzzy e metterli inrelazioneI’un I’ atro. Trai piu importanti ¢i sono:



Prodotto algebrico. Il prodotto algebrico di A e B viene indicato da AB e definito in termini di funzioni di apparte-

nenzadi A eB attraverso larelazione
fag = fafs. (14)
Chiaramente,
ABc AN B. (15)
Somma algebrica®. Lasomma algebrica di A e B @indicatacon A + B e viene definita con
fasg =fa+ s (16)

purché la somma fy + fg sia minore o uguale al’ unita. Di conseguenza, a differenza del prodotto algebrico, la somma
algebrica ha significato solo quando la condizione f (X) + fg (X) < 1 € soddisfatta per tutte le x.

Differenza assoluta. La differenza assoluta di A e B si indicacon | A- B| eviene definitada
flae| = | fa-fg ’
E danotare che nel caso degli insiemi ordinari, |A-B| siriducea complemento relativodi An Bin Au B.
Combinazione convessa. Con una combinazione convessa di due vettori f e g di norma s’ intende una combinazione
lineare di fe g del tipo Af + (1 - A)g, incui 0 <A £ 1. Questo modo di combinare f e g pud essere generalizzato agli in-
siemi fuzzy nel seguente modo.
Siano A, B e A degli insiemi fuzzy arbitrari. La combinazione convessa di A, B e A si indicacon (A,B; A) eviene de-
finita dallarelazione
(A,B;, )=AA+A'B a7
dove A' il complemento di A. Trascritto in termini di funzioni di appartenenza, (17) si legge
fas; ) Q=Ffs (¥ fa)+[1-f, ] fs(¥), xeX (18)
Una proprieta di base della combinazione convessadi A, B e A si esprime con

AN Bc(A,B; A)cAuB pertutti gli A. (29

Questa proprieta € un’immediata conseguenza delle ineguaglianze



Min [fa (%), fe (9] < AMa () +(1- 1) fs (X) < Max [fa (%), fs (X)], xeX (20)

che rimangono valide per tutti le A in [0,1]. E interessante osservare che, dato un qualsiasi insieme fuzzy C che soddisfa
AN Bc Cc Au B, ésempre possibile trovare un insieme fuzzy A taleche C = (A ,B; A). Lafunzione di appartenen-
zadi questo insieme é data da

fa () =fc (¥ -fs (¥

fa(®- s (¥

, Xe X (22)

Relazione fuzzy. || concetto di relazione (che & una generalizzazione di quello di funzione) s estende in modo na
turale agli insiemi fuzzy e svolge un ruolo importante nellateoriadi tali insiemi e delle loro applicazioni - cosi come nel
caso degli insiemi ordinari. In seguito, definiremo semplicemente la nozione di relazione fuzzy e accenneremo soltanto
ad alcuni concetti correlati.

Normalmente una relazione viene definita come un insieme di coppie ordinate (Halmos, 1960); p.e., I'insieme di
tutte le coppie ordinate di numeri reali x ey tali che x > y. Nel contesto degli insiemi fuzzy, unarelazione fuzzy in X é un
insieme fuzzy nello spazio prodotto X x X. Per esempio, larelazione indicata con x>y, x, y € R, pud essere considera-
ta come un insieme fuzzy A in R?, con lafunzione di appartenenza di A, fa (X, y), che possiede i seguenti (soggettivi) va-
lori rappresentativi: fa (10,5) = O; fa (100,10) = 0.7; fo (100,1) = 1; ecc.

Piu generamente, si puo definire unarelazione fuzzy di rango n in X come un insieme fuzzy A nello spazio prodotto
Xx X x ... x X. Per tali relazioni lafunzione di appartenenza & dellaformafa (xy, ..., X,), dovex € X,i =1, ..., n.

Nel caso delle relazioni fuzzy binarie, il composto di due relazioni fuzzy A e B si indicacon B © A e viene definito

come unarelazione fuzzy in X la cui funzione di appartenenza é correlata aquelle di A e B attraverso
fs-a (XY) = Sup, Min[fa (xv), fa (VY)].
E da notare che |’ operazione di composto possiede la proprieta associativa
A°(B°C)=(A°B)°C.
Insiemi fuzzy derivati da applicazioni. Sia T un’applicazione da X allo spazio Y. Sia B un insieme fuzzy in Y con la

funzione di appartenenza fg (y). L’ applicazione inversa T* fa derivare un insieme fuzzy A in X la cui funzione di appar-

tenenza e definitada

fa (9 =fe (¥), yeY (22)

per tutte le x in X che vengono applicateda T iny.

“ 11 duale del prodotto algebrico & lasomma A@® B=(A'B')' = A+ B - AB. (Indicazione di T. Cover). Si noti che per gli
insiemi ordinari M eil prodotto algebrico sono operazioni equivalenti, cosi come lo sono u e ®.



Si consideri ora un problema inverso nel quale A € un dato insieme fuzzy in X, e T, come prima, € un’ applicazione
daXaT. Ladomanda € la seguente: Quale € lafunzione di appartenenza per |’insieme fuzzy B in Y che deriva da questa
applicazione?

Se T non & uno a uno, allora sorge un’ ambiguita quando due o pit punti distinti in X, diciamo x; e x,, con diversi
gradi di appartenenzain A, vengono applicati nello stesso punto y in Y. In questo caso, la domanda & Quale grado di
appartenenzain B dovrebbe essere assegnato ay?

Per risolvere questa ambiguita, concordiamo nell’ assegnare il maggiore dei due gradi di appartenenzaay. Piuin ge-

nerale, lafunzione di appartenenza per B sara definita da
fo () =Maxyc 11 fa(x), yeY (23)
dove T (y) &I’insieme di punti in X che sono stati applicati iny daT.
V. CONVESSITA
Come si vedra in seguito, la nozione di convessita puo essere estesa facilmente agli insiemi fuzzy in modo da pre-

servare molte delle proprieta che essa possiede nel contesto degli insiemi ordinari. Questa nozione sembra particolar-

mente utile nelle applicazioni che implicano modelli di classificazione, di ottimizzazione e altri problemi correlati.

Datradurre nel testo:
convex fuzzy set = insieme fuzzy convesso

non-convex fuzzy set = insieme fuzzy non convesso

FiG. 4. Insiemi fuzzy convessi e non convessi in E*.

In cio che segue, assumiamo per concretezza che X sia un reale spazio euclideo E".

DEFINIZIONI

Convessita. Un insieme fuzzy A & convesso se e solo se gli insiemi T, definiti da

Fo={x|fa (¥ 2 o} (24)

soNo convessi per tutte le o nell’intervallo (0,1].

Una definizione alternativa pit diretta di convessita & la seguente: A & convesso se e solo se

fa[axg + (1 - A)xg] 2 Min[fa (x1), fa (x2)] (25)

> Questo modo di esprimere la convessita & stata suggerita a chi scrive dal collega E. Berlekamp.



per tutte le x, ele x, in X etutte le A nell’intervallo [0,1]. E da notare che questa definizione non implica che fa () deb-

ba essere una funzione convessa di x. Questo e illustrato nellaFig. 4 per n = 1.

Per mostrare I’ equivalenza tra le definizioni soprariportate si noti che se A & convesso nel senso della prima defini-

zionee a=fa (X)) £fa (%), dlorax, e 'y, eAx; + (1 - A)xs € ', per laconvessitadi I',. Dungque

fa[Axe + (1- M%) 2 a=1a (X)) = Min [fa (1), fa (X2)]-

Viceversa, se A € convesso nel senso della seconda definizione e a = fa (x1), dloral’, pud essere considerato come

I"'insieme di tutti i punti x, per i quali fa (X2) > fa (X). In virtd di (25), ogni punto del tipo Ax; + (1-A)x,0<A <1, e

ancheinT', e dunque T, € uninsieme convesso. C.V.D.
Una proprieta di base degli insiemi fuzzy convessi € espressa dal
TEOREMA. Se A e B sono convessi, lo € anche la loro intersezione.

Dimostrazione: SiaC = A B. Allora

fo [Axa + (1 - 2)Xo] = Min [fa [Axe + (L - A)%o], s [Axe + (L - A)%]].

Ora, dal momento che A e B sono convessi

[fa [AX1 + (1 - 1)X] 2 Min [fa (X1), fa (X2)]

[fs [Ax1 + (1 - A)%] = Min [fg (x1), 5 (X2)]

e dunque

fo [Ax1 + (1 - 2)x] 2 Min [Min[fa (X0), fa ()], Min [fg (x1), fs (x2)]]

o I'equivaente

fo [Axy+ (1-A)xg] =2 Min[Min [fa (xa), fe (x0)], Min [fa (x2), fa (x2)]]

eadlora

fC [}\.Xl + (1 - 7\.)X2] > Min [fc (Xl), fc (Xz)]. CV.D.

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

Limitatezza. Un insieme fuzzy A élimitato se e solo segli insiemi T', = {x| fa (X) > «a} sono limitati per tutte le o >

0; ovvero, per tuttele ¢ > 0 esiste unaR () finitatale che|| x|| £ R () per tuttelexinT,.

Se A e un insieme limitato, allora per ogni € > 0 esiste un iperpiano H tale che fa (X) < ¢ per tutte le x sul lato di H

che non contiene I’ origine. Ad esempio, si consideri I'insieme ', = {X| fa (X) > ¢ }. Per ipotesi, questo insieme é con-

tenuto in una sfera S di raggio R(g). Sia H un qualsiasi iperpiano che supporta S. Allora, tutti i punti sul lato di H che

non contiene |’ origine si trovano all’ esterno o su S, e dunque per tutti questi punti fa (X) < ¢ .



LEMMA. Sa A un insieme fuzzy limitato e sia M = Supy fa (X). (M s riferira al grado massimale in A). Allora c'é
almeno un punto X, per il quale M & necessariamente raggiunto nel senso che, per ogni & > 0, ciascun intorno sferico di
%o contiene punti nell’insieme Q (&) = {X|fa () 2 M - ¢}.

Dimostrazione®. Si consideri una successione annidata di insiemi limitati 'y, I, ..., dove T = {X|fa (}) =M - M/
(n+1)},n=1,2,...Si noti cheT, € non-vuoto per tutte le n finite come conseguenza della definizione di M come M =
Supy fa (X). (Supponiamo che M > 0).

Sia x, un punto scelto arbitrariamentein T, ,n=1, 2, ... . Allora, x;, X2, ..., € Unasuccessione di punti in uninsieme
chiuso e limitato I'; . Per il teorema di Bolzano-Weierstrass, questa successione deve avere aimeno un punto limite, det-
to X, inI'1. Di conseguenza ciascun intorno sferico di X, includera infinitamente molti punti della successione x; , %o ,
..., & pill precisamente, della sottosuccessione Xy+1 , Xn+2 5 ... , dove N > M/e. Dal momento che i punti di questa
sottosuccessione rientrano nell’insieme Q (g) = {x| fa (X) 2 M - €}, il lemma e dimostrato.

Convessita stretta e forte. Un insieme fuzzy A é strettamente convesso se gli insiemi ', , 0 < o £ 1 sono strettamente
convess (ovvero, seil punto medio di due punti distinti qualsiasi in ', cade all’interno di T',). Si noti che questa defi-
nizione s riduce a quelladi convessita stretta per gli insiemi ordinari quando A &€ un taleinsieme.

Un insieme fuzzy A e fortemente convesso se, per due punti distinti qualsiasi x; € X, , € per ogni A nell’intervallo a
perto (0,1)

fa[Axa + (1 - 2)x] > Min [fa (x1), fa ()]

Si noti che la convessita forte non implica la convessita stretta o viceversa. Si noti anche che se A e B sono limitati, lo
sono anche laloro unione e laloro intersezione. Allo stesso modo, se A e B sono strettamente (fortemente) convessi, la
loro intersezione € strettamente (fortemente) convessa.

Sia A un insieme fuzzy convesso e siaM = Sup, fa (X). Se A & limitato, allora, come abbiamo appena mostrato, o M &
raggiunto per qualche x, diciamo X,, oppure ¢’ e almeno un punto X, per il quale M & necessariamente raggiunto nel sen-
so che, per ogni € > 0, ciascun intorno sferico di xq contiene punti nell’insieme Q (g) = {X | M - fo (X) £ &}. In particola-
re, se A e fortemente convesso e X, € raggiunto, allora X, € unico. Ad esempio, se M =1, (Xg) € M =15 (Xy), con X; # Xo,
alorafy (X) > M per x=0.5 X%, + 0.5 x;, che contraddice M = Max, fa (X).

Piu in generale, sia C(A) I'insieme di tutti i punti in X per i quali M & necessariamente raggiunto. Questo insieme
saradetto il nucleo di A. Nel caso di insiemi fuzzy convessi, possiamo affermare la seguente proprietadi C(A).

TEOREMA. Se A € un insieme fuzzy convesso, allora anche il suo nucleo € un insieme convesso.

Dimostrazione: Sara sufficiente mostrare che se M & necessariamente raggiunto per X, € X, X; # Xo , alora é necessa-
riamente raggiunto anche per tutti gli x del tipox=2Axg+ (1 - A)x;, 0< A< 1.

Infine, sia P un cilindro di raggio € che ha come suo asse la linea che passa per xg € X; . SiaXy' un punto nella sfera
di raggio € coniil centroin Xy e siax;' un punto nellasferadi raggio € con il centro in x; tale chefy (X0) 2 M - g efs (X1')
> M - . Allora, per laconvessitadi A, per qualsiasi punto u sul segmento X' X', abbiamo fa (u) > M - &. Inoltre, per la
convessitadi P, tutti i punti su xg' X;' cadranno in P.

Adesso siax qualsiasi punto nel segmento X X;. La distanza di questo punto dal segmento Xy’ X;' deve essere minore

o uguale a g, dal momento che Xy’ ;' cade in P. Di conseguenza, una sfera di raggio € con il centro in x includera alme-

® Tale dimostrazione & stata proposta da A.J. Thomasian.
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no un punto del segmento xy' X;' € dungue includera almeno un punto, diciamo w, per il quale f (W) = M - &. Questo
dimostra che M & necessariamente raggiunto per x e quindi verificail teorema.

COROLLARIO. Se X = E' e A & fortemente convesso, allora il punto per il quale M & necessariamente raggiunto &
unico.

L’ombra di un insieme fuzzy. Sia A un insieme fuzzy in E" con una funzione di appartenenzafa (X) = fa (X1, ... , X ).
Per semplificare la notazione, la nozione di ombra (proiezione) di A su un iperpiano H verra di seguito definita per il
caso particolarein cui H & un iperpiano di coordinate, p.e., H= {x|x; = 0}.

Precisamente, I’ombra di A suH = {x| x, = 0} viene definita come un insieme fuzzy S, (A) in E™* con sz ®(X) data

da
fs, () =fs, @ (2, oo X0) = SUP fa (0, oo s X0 )

Si noti che questa definizione € coerente con (23).

Quando A € un insieme fuzzy convesso, la seguente proprieta di S5 (A) € un’immediata conseguenza della definizio-
ne appena data: Se A & un insieme fuzzy convesso, allora la sua ombra su un qualsiasi iperpiano & anch’essa un insieme
fuzzy convesso.

Un'interessante proprieta delle ombre di due insiemi fuzzy convess € espressa dalla seguente implicazione
S (A) = S (B) per tutti gli H= A=B.

Per verificare questa asserzione’, & sufficiente mostrare che se esiste un punto, diciamo Xo, tale che fa (Xo) #

fz (Xo), dloraesiste un iperpiano H tale che fSH w(X*) # fSH ®(X*), dove xo* élaproiezione di X, su H.

Supponiamo che fa (o) = a > fg (Xo) = B. Dal momento che B & un insieme fuzzy convesso, I’insieme I’y = {x | fz (X)
> [} & convesso, e dunque esiste un iperpiano F che supportal ; e passa per X SiaH un iperpiano ortogonale aF, e sia

Xo* laproiezione di xo su H. Allora, dal momento che fg (X) < S per tutte le x su F, abbiamo fSH ®X*) < p. Ddldtra
parte, sz w(Xo*) 2 a. Di conseguenza, sz ®X*) # sz w(Xo*), eanalogamente per il casoincui o < g.

Unaformaun po’ pit generale dell’ asserzione appena fatta € la seguente:

Sia A, ma non necessariamente B, un insieme fuzzy convesso, e sia §4 (A) = S (B) per tutti gli H. Allora A = conv B,
dove conv B € I'inviluppo convesso di B, ovvero, I'insieme convesso pill piccolo che contiene B. Pitin generale, S, (A)
=S4 (B) per tutti gli H implicaconv A = conv B.

Disgiunzione di insiemi fuzzy convessi. |l classico teorema di disgiunzione per gli insiemi ordinari convessi stabili-
sce, in sostanza, che se A e B sono insiemi convessi disgiunti, allora esiste un iperpiano di disgiunzione H tale che A si
trovasu unlato di H e B sull’atro lato.

E naturale chiedersi se questo teorema pud essere esteso agli insiemi fuzzy convessi, senza che A e B siano disgiunti,
dal momento che la condizione di disgiunzione € fin troppo restrittiva nel caso degli insiemi fuzzy. Come si vedrain se-

guito, larisposta a questa domanda risulta essere affermativa.

" Questa dimostrazione si basa su un’idea suggerita da G. Dantzig per il caso in cui A e B siano insiemi ordinari con-
Vessi.
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In primo luogo dovremmo fornire alcune definizioni. In particolare, siano A e B due insiemi fuzzy limitati e sia H
unaipersuperficie in E" definita dall’ equazione h (x) = 0, con tutti i punti per i quali h (X) > 0 che si trovano su un lato
di H etutti i punti per i quali h (X) < 0 chesi trovano sull’altro lato®. Sia Ky un numero dipendente da H tale che fa (X)
<Ky suunlatodi Hefg (X) £ Ky sull’atro lato. SiaMy Inf Ky . Il humero Dy = 1 - My sara detto grado di disgiun-
zionedi AeBdaH.

Di solito non si ha a che fare con una data ipersuperficie H ma con una famiglia di ipersuperfici {H,}, con A dispo-
stasu, diciamo, E™. Il problema, alora, € trovare un membro di questafamiglia che realizzi il grado pit alto possibile di
disgiunzione.

Un caso particolare di questo problema & quando le H; sono iperpiani in E", con A disposta su E". In questo caso,

definiamo il grado di disgiunzione di A e B attraverso larelazione

D=1-M (31)

dove

M Inf My (32)

Con I’indice posto in basso A omesso per semplicita.

Datradurre nel grafico:

hyperplane H (point) = iperpiano H (punto)

FiG. 5. lllustrazione del teorema di disgiunzione per insiemi fuzzy in E.

Tra le varie asserzioni che si possono fare su D, la seguente affermazione’ & in realta un’ estensione agli insiemi
fuzzy convessi del teorema di disgiunzione.

TEOREMA. Sano A e B insiemi fuzzy limitati in E", con gradi massimali M, e Mg, rispettivamente [Ma = Sup, fa (X),
Mg = Supx fg (X)]. Sa M il grado massimale per I'intersezione A N B (M = Sup, Min [fa(X), fs (X)]). AlloraD = 1 -M.

Commento. In parole povere, il teorema stabilisce cheil grado piul alto di disgiunzione di due insiemi fuzzy convessi
A e B che & possibile raggiungere con un iperpiano in E" & pari auno meno il grado di livello massimo nell’intersezione
A N B. Questo eillustrato nellaFig. 5pern=1.

Dimostrazione. E opportuno considerare separatamente i due casi seguenti:
()M =Min(Ma, Mg) €(2) M <Min (Ma, Mg). Si noti cheil secondo caso escludeAc BoBc A.

Caso 1. Per concretezza supponiamo che M < Mg, cosi che M = M, . Allora, per la proprieta degli insiemi limitati,
che abbiamo gia enunciato, esiste un iperpiano H tale che fz (x) < M per tutte le x su un lato di H. Sull’ altro lato di H, fa

(X) £ M perchéfa (X) £ Ma= M per tuttelex.

8 Si noti che gli insiemi in questione possiedono H in comune.
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Rimane da mostrare che non esiste un M' <M e un iperpiano H' tale chefy (X) < M'suunlatodi H' efg (X) < M’
sull’ atro lato.

Questo deriva immediatamente dalla seguente osservazione. Supponiamo che tali H' e M' esistano, e supponiamo
per concretezza che il nucleo di A (cioe I'insieme di punti per i quali Ma = M € necessariamente raggiunto) s trovi sul
lato positivo di H'. Questo esclude la possibilita che f4 (X) < M' per tutte le x sul lato positivo di H', e dungue rende ne-
cessario che siafy (X) £ M' per tutte le x sul lato negativo di H', efg (X) £ M' per tutte le x sul lato positivo di H'. Di

conseguenza, sopratutte le x sul lato positivo di H' sara

SupcMin[fa (x), e ) ] =M’

e cosi per tutte le x sul lato negativo di H'. Cio implica che, sopratutte le x in X, sia Sup, Min [fa (X), fs (X) ] £ M', che
contraddice la presupposizione che Sup, Min [fa (X), fs (X) ] =M > M".

Caso 2. Si considerino gli insiemi convessi 'y = {X|fa (X) > M} el'g = {x| fzg (X) > M}. Questi insiemi sono non-
vuoti e disgiunti, poiché se non lo fossero esisterebbe un punto, diciamo u, tale che f4 (u) > M e fg (u) > M, e dunque fa
~g (U) > M, che contraddice la presupposizione che M = Supy fa ~ g (U).

Da momento che 'y eI’z sono disgiunti, per il teorema di disgiunzione per gli insiemi ordinari convessi, esiste un
iperpiano H talecheT's si trovasu un lato di H (diciamo il lato positivo) eI's sull’ altro (il lato negativo). Inoltre, per le
definizioni di Ty e T'g, per tutti i punti sul lato negativo di H, fa (X) £ M, e per tutti i punti sul lato positivo di H, fg (X) <
M.

Percio abbiamo mostrato che esiste un iperpiano H che realizza 1 - M come grado di disgiunzione di A e B. La con-
clusione, ossia il fatto che un grado piu ato di disgiunzione di A e B non pud essere realizzato, deriva
dall’ argomentazione fornitanel Caso 1. Questo mette fine alla dimostrazione del teorema.

Il teorema di disgiunzione per insiemi fuzzy convessi sembra essere particolarmente adatto a problema dei modelli
di differenziazione. La sua applicazione a questa classe di problemi cosi come aquelli di ottimizzazione verra analizza-

tain lavori successivi sugli insiemi fuzzy e le loro proprieta.
30 Novembre 1964.
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